GEOMETRIA E ALGEBRA – Traccia II

Data: 12 GIUGNO 2017    
CORSO ______   


        LAUREA Ing. ______________________ 

COGNOME________________________NOME_____________  Matr. _________

Q1) Dare la definizione di matrice invertibile e dimostrare che la matrice inversa è unica. 
Q2) Siano A e B due matrici quadrate invertibili. Dimostrare che:
a) (A-1)-1 = A;
b) (AxB)-1 = B-1 x A-1.
Q3) Discutere il sistema
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al variare di k in R.
Q4) Data l’applicazione lineare

[image: image2.emf]


f :R3→ R3 ∍ '∀(x, y, z)∈ R3 : f (x, y, z) = (x − y, x − z, y− z)
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calcolare:

a) una base e la dimensione di Im(f);

b) una base e la dimensione di Ker(f).
c) Stabilire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.

Q5) Data la conica di equazione [image: image3.emf]


x2 − xy+ y2 − 5x + 7y+1= 0
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,
a) classificare la conica (specie e genere);

b) calcolare la matrice di rotazione. 

Q6) Nel riferimento cartesiano ortonormale RC(O,i,j,k) sono dati il punto P(1, 2, 0) e l piani  piano [image: image4.emf]


α










a

 di equazione x - y – z = 0 e [image: image5.emf]
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b

 di equazione x – y + 2z = 0. Calcolare:
a) le equazioni parametriche della retta r  intersezione dei piani [image: image6.emf]


α










a

 e [image: image7.emf]


β










b

,
b) le equazioni sotto forma di rapporti di r,
c) la distanza di P dalla retta r.
FOGLIO DELLE RISPOSTE

(Q1) Sul foglio.
(Q2) Sul foglio.
(Q3) 

· Sistema indeterminato: ___________________________

· Sistema determinato: _____________________________

· Sistema incompatibile: ____________________________

(Q4) 

(a) BIm(f) = ______________________________________  dim Im(f) = _____________

(b) Bker(f) = ______________________________________ dim Ker(f) = ____________

(c) f:          ingettiva    SI  NO        surgettiva:    SI   NO     bigettiva:    SI   NO

(Q5) 

(a) Specie:__________________________, Genere:___________________________

(b) Matrice di rotazione: 

[image: image8.emf]


R =
⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟










R

=

æ

è

ç

ö

ø

÷


(Q6) 

(a) Equazioni parametriche di r: _______________________________________

(b) Equazioni sotto forma di rapporti di r: _________________________________

(c) d(P,r) =  ___________________________________________

Soluzione
(Q1) Se A è una matrice quadrata di ordine n, si dice che A è invertibile se
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La matrice A’ dicesi matrice inversa di A e si denota con A-1.

Dimostriamo che se A è invertibile, la matrice inversa è unica.

Infatti, se A’ e A’’ sono due inverse di A, si ha:
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(Q2) Siano [image: image11.emf]
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a) Poiché A è invertibile, 
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∃ A−1 ∈Mn ∍ '
A ⋅A−1 = In
A−1 ⋅A = In
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b)
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(Q3) Dato il sistema 

Dato il sistema 
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kx = 4
5x −3y = 3
x + y+ z = k
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le matrici associate sono:
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Come primo passo, calcoliamo
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e poniamo 
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det(A) = 0⇒−3k = 0⇒ k = 0.
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Discussione
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1)∀k ≠ 0 : det(A) ≠ 0⇒ rang(A) = 3= rang(A ')⇒
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 il sistema è compatibile e ammette [image: image19.emf]
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soluzione (sistema determinato).
2) Per k = 0, il sistema diventa 
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0 = 4
5x −3y = 3
x + y+ z = 0
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Il sistema è impossibile.

(Q4) E’ data la funzione lineare  
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f :R3→ R3 ∍ '∀(x, y, z)∈ R3 : f (x, y, z) = (x − y, x − z, y− z)
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∀u '∈ Im( f ) :u ' = f (x, y, z) = (x − y, x − z, y− z) = (x, x, 0)+ (−y, y, y)+ (0,−z,−z) = x(1,1, 0)+ y(−1,0,1)+ z(0,−1,−1)⇒
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Detta 
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la matrice avente per colonne le componenti dei vettori generatori di Im(f), poiché
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si ha che rang(A) = 2: i tre generatori sono L.D. 

Una base di Im(f) è
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⇒ Ker( f ) = L(u = (1,1,1)).
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Quindi, una base di Ker(f) è
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(a) Poiché dim Im(f) = 2, la funzione non è surgettiva e poiché dim Ker(f) = 1 la funzione non è ingettiva e, quindi, f non è bigettiva.

(Q5) E’ data la conica di equazione [image: image30.emf]
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(a) Le matrici associate alla conica sono:
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Poiché 
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la conica è non degenere.

(b) Calcoliamo la matrice di rotazione.
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⇔ y = −x⇒ X = (x,−x) = x(1,−1)⇒ X2 = (1,−1).
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=(1,-1).


Quindi, una base ortogonale di R2 è
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Normalizziamo la base B:
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Quindi, la matrice di rotazione è:
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(Q6) 
(a) Le equazioni cartesiane della retta r sono
[image: image45.emf]
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Calcoliamo le equazioni parametriche. Considerata la matrice dei coefficienti
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si ha:
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(parametri direttori di r).
Osservato che la retta r passa per l’origine degli assi, si ha che le equazioni parametriche di r sono

[image: image48.emf]
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(b) Le equazioni sotto forma di rapporti sono

[image: image49.emf]
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(c) Come primo passo, calcoliamo il piano [image: image50.emf]
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 passante per P(1,2,0) perpendicolare alla retta r i cui coefficienti sono [image: image51.emf]
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−3(x −1)−3(y− 2) = 0⇒−3x −3y+ 9 = 0⇒ x + y−3= 0.










-3(x-1)-3(y-2)=0Þ-3x-3y+9=0Þx+y-3=0.


Poi calcoliamo 
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Quindi:
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